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Intelligentes Zahlen

Die Kombinatorik beschaftigt sich vorwiegend mit zwei Themen: der Anordnung sowie der Auswahl
von Elementen einer Menge. Beides lauft auf das Zahlen von Méglichkeiten hinaus - oder besser:
auf die Ermittlung der Anzahl von Méglichkeiten, denn oft handelt es sich um sehr viele Falle,
die niemand wirklich zahlen méchte oder kann. Kombinatorik wird daher oft als die Kunst des Zdhlens
ohne zu z&hlen bezeichnet.

Aufgabe 01: Haares-Zahlen

Leben in Wien zwei Menschen mit exakt derselben Anzahl von Haaren am Kopf
(Glatzkdpfe ausgenommen)?

Lésung

Die Frage lasst sich beantworten - nicht mit vielleicht oder wahrscheinlich, sondern mit absoluter
Gewissheit: Jal!

Als Hintergrundinformation bendétigt man zwei Werte:

» Jeder Mensch hat etwa 100000 Haare am Kopf - Blonde etwas mehr, aber niemand
Uberschreitet eine groB3ziigig angenommene Obergrenze von 200 000 Haaren.

» In Wien leben ca. 1 000 000 Menschen, jedenfalls mehr als 200 000.
Was kann schlimmstenfalls passieren?

~Schlimmstenfalls“ findet man 200 000 Menschen mit unterschiedlicher Haar-Anzahl - wenn
Glatzképfe nicht z&hlen, kdnnen das nur die Zahlen 1, 2, 3, ..., 200 000 sein. Die Anzahl der Haare
des 200 001. muss es somit in dieser Gruppe bereits geben.

Niemand kann sagen, wer wessen Haar-Partner/in ist, aber jeder weif3, dass es eine/n solche/n geben
muss. Das ist Kombinatorik: Man kann die Aufgabe I6sen, ohne wirklich Haare z&hlen zu missen.

Die Uberlegung: Was kann schlimmstenfalls passieren? hilft bei vielen Aufgaben dieser Art.
In der Mathematik nennt man diese Denkstrategie auch Pigeonhole principle, Taubenschlag-Prinzip:
Gibt es mehr Tauben als L&cher, missen mindestens zwei Tauben im selben Loch sitzen.
Im Deutschen findet man noch weitere Namen: Schubfach- oder Schubladen-Prinzip, Briefkasten-
Problem oder auch Dirichlet-Prinzip nach Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet [1805 - 1859].
Stets gilt: Gibt es mehr Objekte als Behalter, miissen in mindestens einem der Behalter mindestens
zwei Objekte sein.

Hintergrundinformation:
Haares-Zahlen - Eine alternative Form des Kopfrechnens

Jeder Mensch hat schatzungsweise 5 Millionen Haare,
etwa 100.000 davon am Kopf.

Blonde haben bei einem Haardurchmesser von 0,03 mm
die feinsten und meisten: ca. 150.000, Rothaarige bei einem
Durchmesser von 0,15 mm am wenigsten: ca. 80.000.
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Ein Haar wachst durchschnittlich 1 cm pro Monat.

Bei 90.000 Haaren wird damit taglich 30 m neues Haar
gebildet - fast ein Kilometer jeden Monat! Ein Haar wachst
2-9 Jahre lang, bevor es durch ein neues ersetzt wird.
Haare kdnnen daher nicht viel ldnger als 1 m werden.

Im Normalfall verlieren wir zwischen 50 und 100 Haare

pro Tag, nach einer Ruhephase wachsen diese wieder nach -
allerdings nicht beliebig oft, sondern nur etwa 10-12 mal

an derselben Stelle. Mannerhaare wachsen etwas schneller
und werden auch friiher wieder erneuert - weswegen Manner
eher bzw. friiher zu Kahlképfigkeit neigen.

Es stimmt Ubrigens nicht, dass Haare und N&gel
eines Menschen nach dem Tod noch weiter wachsen.
Dieser Eindruck kann aber durch Austrocknung und
Schrumpfung der Haut entstehen.

Wie viele Haare hat ein Mensch? Wie viele Baume gibt es

in Osterreich? Aus wie vielen Schneeflocken besteht ein
Schneemann? Wie viele Gummibarchen passen in einen
Autobus? Wie oft kommt der Buchstabe e in Harry Potter und
der Stein der Weisen vor? ...

Fragen wie diese nennt man oft Fermi-Fragen, nach dem
Physiker und Nobelpreistrager Enrico Fermi [1901 - 1954].
In der Regel geht es dabei um groBe Zahlen und
Abschdtzungen. Es gibt niemals die richtige Antwort

auf solche Fragen, interessant sind vor allem vernlnftige
Modell-Annahmen und Lésungsstrategien.

Rapunzel

(15.06.2007)

13 (14.06.2007)
http://www.friseurbedarf24.de/images/articles/| absolut-repair.jpg (15.06.2007)

(14.06.2007)

http://www.medizinfo.de/hautundhaar/haar/wachstum.htm (15.06.2007)

http://www.netdoktor.de/haare/aufbau_struktur.htm (14.06.2007)

Naturlich blond

-network.org/uploaded images/hair-783924.jpg (15.06.2007)

http://www.gymnasium-meschede.de/projekte/romantik/images/3 Struwwelpeter.jpg (15.06.2007)

http://www.consumer.schwarzkopf.com/uploads/pics/about hair.jpg (15.06.2007)

http://img.stern.de/ content/55/71/557163/witherspoon_250.jpg (15.06.2007)
http://rhein-zeitung.de/on/99/01/18/magazin/news/branduardi.jpg (15.06.2007)

http://www.michael-holzapfel.de/schuelerseite/fermifragen.html (14.06.2007)

http://www.zeit.de/stimmts/1997/1997 50 stimmts (15.06.2007)

http://www.ammu.at/archiv/10/10 6.htm (14.06.2007)

http://img-x.fotocommunity.com/66/1381966.jpg (15.06.2007)

http://www.hauttag.de/Show DUN.aspx?DUN_ID

5
3 g
3 & Beatles Leningrad Cowboys
Treffpunkt Mathematik | Juni 2007 | PI Klagenfurt N
Kurs: Die Kunst des Zahlens . Qo
Kursleiter: Mag. Gerhard Hainscho BIEEEEI TN O



Aufgabe 02: Socken-Puzzle

Georg hat 5 Paar grine und 5 Paar graue Socken im Wéaschetrockner.
Er greift hinein ohne hinzusehen.

Wie viele Socken muss Georg mindestens herausnehmen, um mit Sicherheit ein Paar
gleicher Farbe zu erhalten?

Lésung

Die Antwort lautet: Drei. Aber wenn es lauter gleiche sind? Eben.

~Schlimmstenfalls* erwischt man lauter verschiedene Farben. Da es nur 2 Farben gibt,
muss spéatestens der 3. Versuch erfolgreich sein.

Uberlegen wir, ob auch die folgende ,verscharfte* Version so einfach zu I8sen ist.

Aufgabe 02A
Eine Schublade enthalt 6 Paare schwarze, 5 Paare wei3e, 5 Paare rote und 3 1/2 Paare
grine Socken.

a) Wie viele einzelne Socken missen wir mindestens herausnehmen, um mit Sicherheit
zwei Socken gleicher Farbe zu erhalten?

b) Wie viele einzelne Socken miissen wir mindestens herausnehmen, um mit Sicherheit
zwei Socken unterschiedlicher Farbe zu erhalten?

c) Wie viele einzelne Socken missen wir mindestens herausnehmen, um mit Sicherheit
zwei griine Socken zu erhalten?

d) Wie viele einzelne Socken missen wir mindestens herausnehmen, um mit Sicherheit
mindestens eine Socke jeder Farbe zu erhalten?

Quelle (Fragen a und b): Tommy R. Jensen: Ubungen zu Mathematik fiir Informatiker I, WS 06/07, Blatt 8.

Lésung

a) 1 Socke mehr als es Farben gibt: 4 + 1 = 5.

b) 1 Socke mehr als die groBBtmadgliche Anzahl gleichfarbiger Socken: 26 + 1 = 13.

c) 2 Socken mehr als die gréBtmadgliche Anzahl nicht-griiner Socken: 2[(6 + 5 + 5) + 2 = 34.

d) ,Schlimmstenfalls” erhalt man zunachst alle Socken bis auf die letzte Farbe - das ist die, von der
es am wenigsten Socken gibt. 1 Socke mehr liefert die gesuchte Anzahl: 2[(6 + 5 + 5) + 1 = 33.
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Aufgabe 03: WeiBe Mause

Josef hat 100 M&use; einige davon sind weif3, der Rest ist grau. Féngt er beliebige sieben
seiner Mause, so sind darunter immer mindestens vier wei3e Mause.

Wie viele graue M&use kann Josef héchstens haben?

Quelle: Kdnguru der Mathematik 2001 Osterreich, Student , 1.
Bildquelle: http.//www.pinpics.com/imq/p680/pin34000th200 (16.06.2007)

Lésung

»Schlimmstenfalls® erwischt man alle grauen Mause, die es gibt. Trotzdem sind unter den 7
gefangenen Mausen immer noch 4 weiBe M&use. Josef kann daher héchsten 3 graue Mause haben.

Aufgabe 04: Schmutzwéasche

Ein groBer Wéaschekorb ist voller Schmutzwésche. Anna nimmt ein Stliick nach dem anderen
heraus und sortiert die Stlicke nach Kochwésche bei 95°, Buntwasche bei 60°, Buntwasche
bei 40°, dunkle Wésche bei 40°, Feinwasche bei 30° und Handwésche.

Wie viele Stiicke muss Anna aus dem Korb nehmen um sicherzugehen, dass zumindest auf
einem der Waschehaufen mindestens 10 Stiicke liegen?

Bildquelle: http://www.designer-live.com/waschmaschine.jpg (16.06.2007)

Lésung

»Schlimmstenfalls® liegen auf jedem Haufen 9 Sticke; das nachste Waschestlck liefert die gesuchte
Anzahl: 609 + 1 = 55.
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Aufgabe 05: Spielbélle

Fir ein Turnier, in dem paarweise gespielt wird, haben sich 260 Kandidaten angemeldet.
Es scheiden bei jedem Spiel die Verlierer sofort aus. Fir jedes Spiel wird ein eigener Ball
verwendet.

Wie viele Balle werden wahrend des Turniers verbraucht?

Quelle: Jagd auf Zahlen und Figuren, Wien 1996.
Bildquelle: http//www.imholzsport.ch/images/tennisi.jpg (16.06.2007)

Lésung

Es ist ziemlich mihsam, sich alle Paarbildungen zu Uberlegen. Besser ist die folgende Idee:
Bei 260 Spielern miissen 259 ausscheiden bis ein Sieger feststeht; daher werden 259 Spiele gespielt
und auch 259 Balle verbraucht.

»Schlimmstenfalls® ist ein Spieler so gut, dass er gegen alle anderen gewinnt. Auch so kommt man auf
259 Spiele bzw. 259 Bélle.

Exkurs

Falls die erwahnten Balle tatsachlich Tennisbélle sind: 4 gleiche Halbkreise bilden die Line auf einem
Tennisball.

Wie lang ist diese Linie (auf mm gerundet), wenn Tennisballe einen Durchmesser von 6,5 cm haben?

2
> RZ%2=22 = r:*/_DR

2

b:4[?"7“:4nm\/T_2m:ﬁmm:ﬁm[5,5:2a,9cm
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Aufgabe 06: Der zersagte Wiirfel

Ein Wirfel kann - wie unten dargestellt - mit 6 Schnitten in 3x3x3 kleine Wiirfelchen zerségt
werden.

(Wie) Lasst sich die Anzahl der Schnitte reduzieren, wenn man nach jedem Schnitt die Teile
neu anordnet?

Quelle: Martin Gardner: Mathematische Rétsel und Probleme. Braunschweig, Wiesbaden 1980 (5. Aufl.) <Vieweg>.

Lésung

6 Schnitte sind das Minimum, denn: eines der kleinen Wiirfelchen liegt vollstédndig im Inneren des
groBen Wirfels, jede seiner 6 Seitenflichen muss daher durch einen eigenen Schnitt erzeugt werden.

Verallgemeinerung

Interessanterweise sind 6 Schnitte auch das Minimum, will man einen Wirfel in 4x4x4 kleine
Wairfelchen zersdgen; hier lassen sich also die oben angedeuteten 9 Schnitte sehr wohl reduzieren.
Um dieses Minimum zu erhalten, muss man mdglichst jeden Teil mit jedem Schnitt halbieren.

Allgemein ist 3k die Minimalzahl von Schnitten, mit denen man einen Wirfel in nxnxn kleine
Wairfelchen zerségen kann, wobei k durch die Beziehung 2" < n < 2" bestimmt ist. '

! Martin Gardner: Mathematische Rétsel und Probleme. Braunschweig, Wiesbaden 1980 (5. Aufl.) <Vieweg>. S 11 - 12.
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Aufgabe 07: Domino am Schachbrett

Von einem Schachbrett werden zwei diagonal gegeniberliegende Eckfelder entfernt.

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, dieses Rest-Brett mit 31 Domino-Steinen zu Uberdecken?

Quelle: Martin Gardner: Mathematische Rétsel und Probleme. Braunschweig, Wiesbaden 1980 (5. Aufl.) <Vieweg>.

Lésung

Betrachtet man die Farbung eines Schachbretts, so wird klar: diagonal gegeniiberliegende Eckfelder
haben dieselbe Farbe.

Jeder Domino-Stein Uberdeckt stets ein schwarzes und ein weiBes Feld des Schachbretts.
Werden (angenommen) zwei wei3e Ecken entfernt, gibt es um 2 schwarze Felder mehr als weile.
Bei jedem Versuch einer Uberdeckung bleiben daher letztlich 2 schwarze Felder Gbrig; diese sind
nicht benachbart, eine vollstandige Uberdeckung ist daher nicht méglich.

Exkurs

Eine der bekanntesten mathematischen Schach-Aufgaben ist das 8-Damen-Problem. Eine Dame
bedroht am Schachbrett alle Felder in derselben Zeile, Spalte und Diagonale. Wie kann man 8 Damen
so aufstellen, dass sie sich gegenseitig nicht bedrohen? Bis auf Drehung und Spiegelung gibt es dafir
12 verschiedene Lésungen, die wohl nur durch Probieren bzw. durch einen Backtracking-Algorithmus
mit Computerunterstiitzung gefunden werden kénnen (setze eine Dame auf das nachste freie Feld
und l6se den Rest).

oy iy iy oy W o
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Summen- und Produktregel

In vielen Aufgaben haben Objekte die eine oder die andere Eigenschaft bzw. die eine und die andere
Eigenschaft. Fiur die Rechnung wird dies in der Regel mit Addition bzw. Multiplikation Ubersetzt.
Entsprechend kennt man in der Kombinatorik eine Summen- und eine Produktregel.

Summenregel: Kann ein Objekt auf n; Arten gewéahlt werden und ein zweites Objekt unabhéangig
davon auf n, Arten gewahlt werden, dann kann eines der beiden Objekte (das erste oder das
zweite) auf ny + ny Arten gewahlt werden.

Produktregel: Kann ein Objekt auf n; Arten gewahlt werden und ein zweites Objekt unabhangig
davon auf n, Arten gewahlt werden, dann kann beides (das erste und das zweite Objekt) auf
ny Chy Arten gewahlt werden.

Hinweis: Beide Regeln kénnen auch auf endlich viele Objekte angewandt werden.

Aufgabe 08: Wahlpflichtgegenstande

Christina ist AHS-Schilerin. Sie besucht im Unterricht die Fremdsprachen Englisch und Latein.
An ihrer Schule werden als Wahlpflichtgegenstande der Kategorie A Franzésisch, Italienisch,
Darstellende Geometrie und Informatik angeboten, als Wahlpflichtgegensténde der Kategorie B
werden Religion, Deutsch, Englisch, Latein, Geschichte, Geographie, Mathematik, Biologie,
Chemie, Physik, Psychologie und Philosophie, Musikerziehung und Bildnerische Erziehung
angeboten.

a) Sie méchte einen Wahlpflichtgegenstand der Kategorie A oder der Kategorie B wéhlen.
b) Sie mdchte je einen Wahlpflichtgegenstand der Kategorie A und der Kategorie B wahlen.

Auf wie viele Arten kann Christina jeweils ihre Wahl treffen?

Lésung

a) Es gibt 4 Angebote aus Kategorie A und 13 Angebote aus Kategorie B. Insgesamt gibt es daher
4 + 13 = 17 Méglichkeiten, einen Wahlpflichtgegenstand A oder B zu wéhlen.

b) Es gibt 4 Angebote aus Kategorie A und 13 Angebote aus Kategorie B. Insgesamt gibt es daher
4033 = 52 Mdglichkeiten, je einen Wahlpflichtgegenstand A und B zu wahlen.
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Aufgabe 09: Teddy-Puzzle

In einem Legespiel kann ein Teddy auf verschiedene Arten zusammengesetzt werden.
Ein freundliches und ein brummiges Gesicht kann mit unterschiedlichen Kleidern und Schuhen
kombiniert werden.

Wie viele Teddys kann man mit den abgebildeten Teilen legen?

Quelle: Michaela Kraker, Gert Plattner, Christa Preis, Eric Schliegel: Expedition Mathematik 1. Wien 2007 (1. Aufl.)
<E. Dorner>.

Lésung

Es gibt 2 Mdoglichkeiten, das Gesicht zu wahlen; fir jede dieser Mdglichkeiten kann man unter
3 Kleidern wahlen und fiir jede dieser bisher 2[3 Md&glichkeiten gibt es wieder 2 Mdglichkeiten,
die Schuhe zu wéahlen. Insgesamt kann man also 232 = 12 Teddys legen.

Exkurs

Der Teddybar ist nach Theodore Roosevelt [1858 - 1919] benannt, dem 26. Prasidenten der USA.
Dieser war 1902 als leidenschaftlicher Jager auf Barenjagd, bekam jedoch keine Béren zu Gesicht.
Seine Treiber fanden lediglich ein Barenjunges, das sie fiir Roosevelt festbanden. Dieser wollte aber
das Tier nicht auf so unsportliche Weise erlegen. Durch eine Zeichnung von Clifford K. Berryman
in der Washington Post wurde die Geschichte publik, zwei russische Einwanderer, das Ehepaar Morris
und Rose Michtom, setzten einen Stoffbaren in die Auslage ihres Geschéfts in Brooklyn und nannten
ihn - mit Erlaubnis des Présidenten - Teddy’s bear.

1902 entwickelte auch Richard Steiff, ein Neffe der deutschen Spielzeugherstellerin Margarete Steiff,
einen Béaren mit beweglichen Armen und Beinen - den 55 PB: P fir Plisch und B fir beweglich,
Markenzeichen: Knopf im Ohr. Aufgrund der gerade aktuellen amerikanischen Teddy-Manie wurden
Tausende Steiff-Teddys in den USA verkauft.

AuBer von ,echten* Baren werden Teddys auch als Nachahmungen von Pandas und Koalas erzeugt.

Zeichnung in der Washington Post
von Clifford K. Berryman

die erste Uberarbeitung des 55 PB
und éltester Teddybar des Steiff
Museums in Giengen an der Brenz

http://de.wikipedia.org/wiki
Teddyb%C3%A4r (17.06.2007)
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Eine Urlaubs-Version obiger Aufgabe kdnnte z.B. folgendermaBen lauten:

Aufgabe 09A

Frau Pichler besitzt 4 Badeanzlige, 3 Strohhite, 5 Paar Sandalen und 2 Sonnenbrillen.
a) Auf wie viele Arten kann sie korrekt gekleidet am Familienstrand erscheinen?

b) Auf wie viele Arten kann sie sich kleiden, wenn das Tragen von Badeanzug, Hut,
Sandalen und Sonnenbrille freiwillig erfolgt?

Quelle: http.//schulen.eduhi.at/riedgym/mathematik/klasse7/produktregel.htm (11.06.2007)

Lésung
a) 4332 = 120 mdgliche Outfits stehen Frau Pichler zur Verfligung.

b) Das Weglassen eines Kleidungsstiicks bedeutet jeweils 1 zuséatzliche Méglichkeit, insgesamt sind
es daher 5483 = 360 mdgliche Varianten.

Eine weitere Version betrifft die Qual der Wahl freier Parkplatze:

Aufgabe 09B

a) Auf wie viele Arten kénnen 4 Autos auf 7 Parkplatzen abgestellt werden?

b) Auf wie viele Arten kénnen héchstens 4 Autos auf 7 Parkplatzen abgestellt werden?

Quelle (Frage a): http://schulen.eduhi.at/riedgym/mathematik/klasse7/produktregel.htm (11.06.2007)

Lésung

a) Auto Nr. 1 kann unter 7 freien Parkplatzen wahlen, Auto Nr. 2 kann fiir jede dieser Méglichkeiten
unter 6 freien Parkplatzen wéhlen usw. Insgesamt gibt es 7654 = 840 Mdglichkeiten.

Man kénnte die Uberlegung auch mit den Parkplatzen beginnen: Parkplatz Nr.1 kann von
4 Autos benutzt werden oder frei bleiben. Aber: Falls er frei bleibt, kann Parkplatz Nr. 2 von
4 Autos benutzt werden oder frei bleiben; falls er benutzt wird, kann Parkplatz Nr. 2 nur mehr von
3 Autos benutzt werden oder fei bleiben. Insgesamt muss man viele Fallunterscheidungen
treffen, daher ist der obige Weg wesentlich einfacher.

b) Wir ermitten der Reihe nach die Méglichkeiten fir das Parken von 0, 1, 2, 3, 4 Autos und
addieren die Werte. Insgesamt gibtes 1 + 7 + 7[6 + 78[5 + 7B54 = 1100 Mdglichkeiten.
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Aufgabe 10: Ziffern und Zahlen

Wie viele vierstellige ungerade Zahlen mit lauter verschiedenen Ziffern gibt es?

Lésung

Wir betrachten die Zahlen von 1000 bis 9999 und Uberlegen uns fiir jede Ziffer die Anzahl der
Maoglichkeiten. Klugerweise wahlt man fur jeden Schritt die Ziffer mit den meisten Einschrankungen.

» Die Einerziffer kann 1, 3, 5, 7 oder 9 sein, also auf 5 Arten gewéhlt werden.

> Die Tausenderziffer kann 1, 2, 3, ..., 9 sein, muss sich aber von der Einerziffer unterscheiden.
Sie kann daher auf 8 Arten gewéahlt werden.

» Die Hunderterziffer kann 0, 1, 2, 3, ..., 9 sein, muss sich aber von den 2 bereits gewahlten Ziffern
unterscheiden. Sie kann daher auf 8 Arten gewahlt werden.

» Die Zehnerziffer kann 0, 1, 2, 3, ..., 9 sein, muss sich aber von den 3 bereits gewahlten Ziffern
unterscheiden. Sie kann daher auf 7 Arten gewahlt werden.

Insgesamt gibt es daher 51887 = 2240 natlrliche Zahlen mit den geforderten Eigenschaften.

Aufgabe 10A

Wie viele Binarzahlen (nur mit den Ziffern 0 und 1) mit héchstens 8 Ziffern gibt es?

Lésung

Denkt man sich eventuelle Leerstellen vorne mit 0 gefiillt, so gibt es fir jede Stelle 2 Mdglichkeiten.
Insgesamt sind das 2201.. 2 = 2° = 256 Zahlen.

Exkurs
Das Binar- oder Dual- oder Zweiersystem besitzt - wie alle Zahlensysteme - 2 Kennzeichen:

» Die Basis des Zahlensystems ist zugleich die Anzahl der Ziffern. Im Zweiersystem gibt es daher
2 Ziffern: O und 1.

» Die Stellenwerte sind die Potenzen der Basis. Im Zweiersystem sind die Stellenwerte also

ot 28 22 ot 0 A
16 8 4 2 1 1/2 1/4 1/8

Die Anzahl der Zahlen von 0000 0000, bis 1111 1111 ist um 1 mehr als der Wert der gré3ten Zahl,
also 1(2) + 1111 111 1(2) =1 0000 0000(2) = 28 = 256.

Es ist aber auch 1111 11115 =2° + 2" + 22 4+ 2% 4 2% 4+ 2° 4+ 2° 4+ 27 = 2% - 1. Durch Verallgemeinerung
auf n Stellen erhalt man die Formel

Der Beweis kann durch vollstandige Induktion erfolgen.
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Aufgabe 10B

. und - sind die 2 einzigen Symbole im Morse-Alphabet. Alle Buchstaben und Ziffern werden
durch Folgen aus héchstens 5 Symbolen codiert, fir Sonderzeichen werden auch Folgen
der Lange 6 verwendet.

Morsecode

Al .- K| -.- u - 1| .---- | -
B | - L - \' - 2 - ? --
C| -.- M| -- w -- 3 -- ---

D | - N | - X -..- 4 - ( -.--
E o| - Y| - 5 ... ) | -
F - P| .-- zZ | -- 6 | - /
G| -- Q| --.- CH| --- 7| -- \ -
H R| .- A -.- 8 | --- - - -
| S - 9 | ---- ---
J --- T | - 0 e 0| ----- @ .--.-.

Enthalt die obige Tabelle schon alle Méglichkeiten? Anders gefragt: Wie viele Zeichen kénnen
a) aus héchstens 5 Symbolen,

b) aus héchstens 6 Symbolen gebildet werden?

Lésung

a) Wir ermitteln der Reihe nach die Anzahl der Folgen mit den Léngen 1, 2, 3, 4, 5 und addieren
die Werte. Insgesamt ergibt das 2" + 22 + 2% + 2* + 2° = 25 - 2 = 62 mégliche Zeichen.

b) Bei hochstens 6 Symbolen erhalt man 2' + 2% + 2% + 2% 4+ 2° + 2° = 27 - 2 = 126 mdgliche Zeichen.

Exkurs

Der Morsecode wurde von Samuel Morse [1791 - 1872] entwickelt, wobei haufiger vorkommende
Zeichen durch kirzere Codes dargestellt werden. Zu den bekanntesten Signalen zahlen

)
) L

Ersteres weckt Erinnerungen an den Untergang der Titanic, letzteres ist eine Entwicklung von Nokia.
Interessant ist nattrlich auch

> - _——— -

. und - werden als Dit und Dah gesprochen. Genau genommen gibt es im Morsecode noch ein drittes
Symbol, und zwar die Pause als Trennzeichen. Eine Pause zwischen zwei gesendeten Symbolen hat
die Lange eines Dits, die Pause zwischen zwei Zeichen eines Wortes hat die Lange eines
Dahs = 3 Dits, die Pause zwischen zwei Wodrtern betrdgt 7 Dits. Das oben genannte Signal fir SOS
wird ohne Pause als ein Zeichen gesendet.
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Aufgabe 10C

Die Braille-Blindenschrift stellt Zeichen durch tastbare Punkte dar. Eine Braille-Zelle enthalt
6 mogliche Punkte angeordnet in einer Matrix mit 3 Zeilen und 2 Spalten, wobei mindestens
1 Punkt gesetzt wird.

L] L ] L 1] L1 ] L] *e L 1] L] L] L ]
- . L] L ] L1 ] L L] - .
o E © o] E F G H | J
L] - . L1 ] L] L L] L 1] L] L] -
[ ] [ ] L] [ ] (1] L 1] [ ] L 1]
L] L ] L ] L] L] L ] L ] L] L ] L ]
K L | N u] P Q [ 5 T
[ ] [ ] L] ] L ] ] L]
L ] L 1] L ] L ]
. L 1] L] L 1] L1 ] L L]
U W W * il £

Wie viele Zeichen kdnnen mit Hilfe der Braille-Schrift dargestellt werden?

Bildquelle: Microsoft Encarta

Lésung

Jeder Punkt kann gesetzt oder nicht gesetzt sein, ohne das Leerzeichen ergeben sich 2°- 1 =63
magliche Zeichen.

Exkurs

Die Braille-Blindenschrift wurde von Louis Braille [1809 - 1852] entwickelt. Braille verletzte sich im Alter
von 3 Jahren mit einer Ahle am Auge. Eine Entziindung beider Augen fihrte schlieBlich zur vélligen
Erblindung. Braille entwickelte auch eine Notenschrift fir Blinde.
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Stichproben ohne Zuriicklegen

Geordnete Stichproben einer Menge: Permutation und Variation

Auf wie viele Arten kann man n verschiedene Elemente anordnen? Auf wie viele Arten l&sst sich eine
geordnete Auswahl von k von n verschiedenen Elementen vornehmen? Beide Fragen beschreiben
eine geordnete Stichprobe einer Menge; ,ohne Zuricklegen® oder auch ,ohne Wiederholung®
bedeutet, dass jedes Element nur einmal vorkommt bzw. anders formuliert: alle Elemente sind
verschieden. Die erste Frage nach der Anzahl der Anordnung von n verschiedenen Elementen ist ein
Sonderfall der zweiten: jede solche Anordnung kann als ,Stichprobe“ von allen n von n Elementen
aufgefasst werden.

Vor allem in &lteren Buchern (und in Schulbichern) wird eine geordnete Stichprobe als Variation
bezeichnet, oft ausfihrlicher als Variation von n Elementen zur Klasse k. Jede Anordnung von allen n
Elementen - der Sonderfall einer Variation mit k = n - hei3t Permutation. Genauso haufig wird nur
der Begriff Permutation verwendet, bzw. ausfihrlicher: eine k-Permutation bezeichnet eine geordnete
Auswahl von k von n verschiedenen Elementen. In der modernen Literatur findet man meist den
Begriff geordnete Stichprobe einer Menge bzw. geordnete Stichprobe ohne Zurlicklegen.

Beispiel: Sei S = {a, b, c}.
» {ab, ac, ba, bc, ca, cb} sind alle 2-Permutationen der Menge S, ihre Anzahl ist P(3,2) = 6.

» {abc, acb, bac, bca, cab, cba} sind alle 3-Permutaionen der Menge S, ihre Anzahl ist P(3,3) = 6.

Wir bezeichnen mit P(n,k) die Anzahl der geordneten Stichproben von k von n verschiedenen
Elementen. Wie lasst sich P(n,k) bestimmen?

Das 1. Element kann auf n Arten gewahlt werden, fir jede Wahl kann das 2. Element auf (n - 1) Arten
gewahlt werden, das 3. Element auf (n-2) Arten, ..., das k-te Element schlieBlich auf
(n-(k-1))=(n-k+1) Arten. Nach der Produktregel betragt die Anzahl der k-Permutationen daher

P(n,k) =nlin - H){n - 2)O.. {n -k + 1).
FOr den Sonderfall k =n, also die Anzahl der Anordnung von n verschiedenen Elementen, gilt:

P(n,n) = nln - 1)n - 2)0.. 0.

Far das Produkt nl(n - 1){{n - 2)(1.. 3 gibt es die abkirzende Schreibweise n!, gesprochen: n Fakultét.
Es ist also z.B. 5!=5@@3R201O =120, 6! =60B!=720 usw. Fir den Sonderfall 0 gilt 0!=1.
Fakultdten werden sehr rasch sehr groB.

Auch das Kiirzen von Briichen mit Fakultaten soll kurz Uberlegt werden. Es ist z.B.

6! _ 605! _ mei nt__
> a_?—6 bzw. allgemein (n—1)!_n
6! _ 605! in N
= =5l . m =(n-!
> - 5 5! bzw. allgemein o (n—=1)

> S-0BEBE0-65mB bew. allgemein (nf’k)l =nn-1){n-2) 0. On-k +1)

Zusammenfassend gelten flr die Anzahl geordneter Stichproben einer Menge folgende Formeln:

P(n,k) = ! c=n0n-1)0n-2)0.0n-k +1)

n
(n-k)
P(n,n) =n!=n{n-1)0n-2)0..0
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Aufgabe 11: FuBball

Die 11 Spieler einer FuBballmannschaft verlassen ihre Umkleidekabine vor dem Spiel in
beliebiger Reihenfolge. Wie viele verschiedene Reihenfolgen sind méglich?

Quelle: http.//schulen.eduhi.at/riedgym/mathematik/klasse7/permutation.htm (11.06.2007)

Lésung
Es gibt 11! = 39 916 800 mdgliche Reihenfolgen.

Aufgabe 12: Spielkarten

Auf wie viele Arten kann man ein Kartenspiel mit 32 Karten mischen?

Lésung
Es gibt 32! = 263130836933693530167218012160000000 = 2,6310% Mdglichkeiten.

Aufgabe 13: Zsa Zsa Gabor

Zsa Zsa Gabor hatte von Billy Wilder erfahren, dass LIBRIS aufgelést wurde, sie kam mit
einem veilchenblauen, schrottreifen Chevrolet Stationwagen vorgefahren und bat uns, ihr
Lungefdhr zweihundertfiinfzig Bldcher” zu verkaufen. Ich fragte Frau Gabor, nach welchen
Blichern sie denn suche? ,Du, Inhalt und GréBe sind mir ganz gleich, wichtig ist mir, dass die
Ricken rot sind, to match my curtains.” So ein Auftrag ist natirlich ein Festtag fiir jeden
Buchhéndler. Wir suchten im ganzen Geschéft rote Einzelbdnde und unvollstdndige Reihen
zusammen und konnten Zsa Zsa Gabors Wunsch zu ihrer Zufriedenheit erftillen.

Peter Stephan Jungk: Hommage auf Joseph Suschitzky
In: Evelyne Polt-Heinzl (Hrsg): Tatort Buchhandlung. Ein Geschichtenbuch. Wien 2007. S 143 - 144.

Nehmen wir an, dass Frau Gabor ihre 250 Biicher nach keinen besonderen Kriterien einordnet,
sonder willkdrlich in die Regale stellt. Wie viele Anordnungen der Blcher sind moglich?

Lésung

Es gibt 250! mégliche Anordnungen - allerdings l&sst sich dieser Wert nur mit wirklich guten Rechnern
bzw. mittels CAS-Software ermitteln.

250! = 3232856260909107732320814552024368470994843717673780666747942427112823747555
111209488817915371028199450928507353189432926730931712808990822791030279071281921

676527240189264733218041186261006832925365133678939089569935713530175040513178760
077247933065402339006164825552248819436572586057399222641254832982204849137721776
650641276858807153128978777672951913990844377478702589172973255150283241787320658

188482062478582659808848825548800000000000000000000000000000000000000000000000000

000000000000 = 3,2310*%
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Aufgabe 14: Pferderennen

Bei einem Pferderennen sind die Pferde A, B, C, D und E beteiligt. Bei der Diskussion der
Einlaufmdglichkeiten stellen die Experten fest, dass sie die Pferde so wenig kennen, dass ihnen
nahezu jeder Einlauf méglich erscheint. Die einzige Einschrédnkung besteht darin, dass B ganz
gewiss nicht vor A durch das Ziel gehen wird. Wie viele Einlaufmdglichkeiten gibt es bei dieser
Einschrankung, wenn vorausgesetzt wird, dass alle Pferde zu unterschiedlichen Zeiten durchs
Ziel gehen?

Quelle: Kénguru der Mathematik 2001 Deutschland, Student, 23.

Lésung

5 Pferde kénnen auf 5! = 120 Arten angeordnet werden. In der Halfte der Falle wird A vor B sein.
Es gibt daher 5!/2 = 60 mdgliche Zieleinlaufe.

Aufgabe 15: Tafelrunde

Auf wie viele Arten konnten die 12 Ritter der Tafelrunde am Hof von Kbénig Artus um ihren
runden Tisch sitzen?

Lésung

12 Ritter kdnnen auf 12! Arten angeordnet werden, aber: zwei Sitzordnungen sind gleich, wenn sie
durch Rotation ineinander Ubergefihrt werden kdnnen. Je 12 ,Ringe* aus 12 Rittern ergeben also

dieselbe  Sitzordnung. Die  Anzahl der mdéglichen  Sitzordnungen  betrdgt daher
121/12 =111 =39 916 800.

Allgemein gilt: n Personen kénnen auf (n - 1)! Arten um einen runden Tisch sitzen.

Aufgabe 15A

Wie viele Méglichkeiten gibt es, sieben Gaste um einen runden Tisch zu platzieren, wenn zwei
Sitzordnungen als gleich gelten, falls jede Person dieselben Sitznachbarn bekommt?

Quelle: Tommy R. Jensen: Ubungen zu Mathematik fiir Informatiker I, WS 06/07, Blatt 7.

Lésung

7 Personen kénnen auf 6! Arten an einem runden Tisch angeordnet werden, aber: zwei Sitzordnungen
zéhlen hier auch dann als gleich, wenn sie durch Spiegelung ineinander Ubergefihrt werden
(was auch als Anderung der Umlaufrichtung interpretiert werden kann). Je zwei ,runde” Sitzordnungen
sind daher gleich, die Anzahl der mdglichen Sitzordnungen betragt 6!/2 = 260.
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Aufgabe 16: Vereinsvorstand

Ein Verein hat 20 Mitglieder. Bei der kommenden Jahreshauptversammlung sollen

Président/in, Kassier/in und Schriftfihrer/in sowie deren Stellvertreter/innen neu gewéhlt werden.
Grundséatzlich stehen alle Vereinsmitglieder fir alle Funktionen zur Verfligung, Doppelfunktionen
sind nicht erwiinscht. Auf wie viele Arten kann der neue Vereinsvorstand gewahlt werden?

Lésung

Da es sich um 6 verschiedene Amter handelt, ist jeder mégliche Vereinsvorstand eine geordnete
Stichprobe von 6 von 20 Personen. Die Anzahl aller Méglichkeiten betragt

P(20,6) = % — 201190181 7(16015 = 27 907 200

Aufgabe 17: Vernissage

Eine Malerin kommt heute um 10:00 Uhr in die Galerie und bereitet sich auf die Vernissage
morgen Abend vor. Sie méchte 6 ihrer 10 Lieblingsbilder présentieren, weifl3 aber noch nicht,
welche 6 sie wahlen soll, weil es natirlich sehr darauf ankommt, welches Bild an welchem
Platz hangt. Am liebsten wiirde sie alle méglichen Anordnungen ausprobieren. Wird sie damit
rechtzeitig fertig?

Lésung

Es gibt P(10,6) = % — 109BIB5 = 151 200 mégliche Anordnungen.

Es ist nicht anzunehmen, dass sie ihren Plan umsetzen kann ...

Exkurs

Das Wort Vernissage geht zuriick auf Konigin Berenike Il, Gattin von Ptolemaios IlI,
im 3. Jh. v. Chr. Kénig von Agypten. |hr zu Ehren wurde die Hafenstadt Euhesperides
in Berenike umbenannt (das heutige Bengasi im Nordosten Libyens). In dieser Stadt
wurde ein lackartiger Anstrich hergestellt und nach seiner Herkunft ebenfalls Berenike
genannt (wie z.B. auch Pergament nach Pergamon). Die Rdmer verkirzten dies
zu Bernice, auf Deutsch Firnis, Franzésisch vernis.

(18.06.2007)

Im 19. Jh. war es Brauch, bei der Eréffnung einer Gemalde-Ausstellung vor den Augen
des Publikums letzte Hand, oder vielmehr letzten Firnis-Lack an die Bilder zu legen.
Heute denkt man bei Vernissagen allerdings mehr an Sekt und Brétchen und weniger an
den Geruch von Lack oder gar an agyptische Kdniginnen.

auf die Vernissage kam. 77 Wortgeschichten. Darmstadt 1996

<Wissenschaftliche Buchgesellschaft>. S 177 - 178.
Bildquelle: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/af/

Quelle: Klaus Bartels: Wie Berenike
Berenice Il of Ei
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Aufgabe 18: Staffellauf

a) Aus 6 Laufern soll eine Vierer-Staffel gebildet werden. Auf wie viele Arten ist das mdglich?

b) Es treten 10 Mannschaften zum Staffellauf an, die besten 3 werden mit Medaillen aus
Gold, Silber und Bronze belohnt. Auf wie viele Arten kann die Preisverteilung erfolgen,
wenn es keine ex aequo Platzierungen gibt?

Lésung
a) Da es nicht egal ist, wer an welcher Stelle der Staffel 1auft, ist die Anzahl der Mdglichkeiten

P(6,4) = % — 65 = 30

b) P(10,3) = % - 10018 = 720

Aufgabe 19: Ziffern und Zahlen (noch einmal)

Wie viele vierstellige Zahlen mit lauter verschiedenen Ziffern gibt es?

Lésung

» Die Tausenderziffer kann 1, 2, 3, ..., 9 sein, kann also auf 9 Arten gewéahlt werden.

»  Fir jede Wahl der Tausenderziffer bilden die Ubrigen 3 Ziffern eine 3-Permutation aus
0,1,2,3, ..., 9 ohne die Tausenderziffer, also eine geordnete Stichprobe von 3 von 9 Ziffern.

Es gibt daher 9[P(9,3) = 95% = 90(8(7 = 4536 vierstellige Zahlen mit lauter verschiedenen Ziffern.

Aufgabe 20: Passwort

Lena verwendet ein achtstelliges Passwort aus lauter verschiedenen Zeichen. Lasst es sich
knacken? Anders gefragt: Wie viele mdgliche Passworter gibt es,

a) wenn man weil3, dass sie nur die Kleinbuchstaben a, b, c, ..., z verwendet?

b) wenn es beliebige Zeichen aus einem Gesamtvorrat von 128 Zeichen sein kénnen?

Lésung
> P(26,8) = 12—3’ — 62 990 928 000 = 6,310

_ 128! _ _ 16
> P(128,8) = 1201 = 57 645 610 944 768 000 = 5,800
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Ungeordnete Stichproben einer Menge: Kombination

Auf wie viele Arten l&sst sich eine ungeordnete Auswahl von k von n verschiedenen Elementen
vornehmen? Ungeordnete Stichproben einer Menge werden auch als Kombinationen bezeichnet.

Beispiel: Sei S = {a, b, c}.
> {a, b}, {a, c}, {b, c} sind alle 2-Kombinationen der Menge S, ihre Anzahl ist C(3,2) = 3.

Wir bezeichnen mit C(n,k) die Anzahl der ungeordneten Stichproben von k von n verschiedenen
Elementen. Jede k-Kombination kann auf k! Arten geordnet werden, daher gilt: k! 0C(n,k) = P(n,k)

_Pink) _  nl
bzw. C(n,k) = K KOn-K)I-
Far ﬁl—k)' gibt es die Schreibweise (E] gesprochen: n (ber k; Ausdricke der Form (E] werden

auch als Binomialkoeffizienten bezeichnet.

Zusammenfassend gilt fiir die Anzahl der ungeordneten Stichproben einer Menge:

_(n) _ ! nn-1)n-2)0..0n-k +1)
|‘ C(n’k)_(k]_k! SET K!

Obwohl der zweite Bruchterm etwas komplizierter aussieht, ist er recht gut flr die tatséchliche

8)_87[6 _
3)"3[2[1 5.

Berechnung geeignet: Im Z&hler stehen k Faktoren, im Nenner steht k!. Z.B. ist (

Aufgrund der Fragestellung ist klar, dass 0 < k < n sein muss; als Sonderfélle erhalt man

n)_(n)_

- [5)=()
nj_

> (1) =n

Im Nenner des ersten Bruchterms erkennt man eine gewisse Symmetrie, es ist
n n

> =

Damit l1&sst sich manchmal die Berechnung vereinfachen, z.B. ist (g) = (g) =56.

Wegen k! [1C(n,k) = P(n,k) gilt Gbrigens rickblickend fiir die Anzahl der geordneten Stichproben einer
Menge auch:

_ n
‘ P(n,k) = k! [(k]
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Aufgabe 21: Lotto

Beim 6sterreichischen Lotto 6 aus 45 werden 6 von 45 mdglichen Zahlen angekreuzt. Wie viele
Lotto-Tipps sind mdglich?

Lésung

45 _ 4544 (43 (42 U140
> = =814
(6) 6054 B2 8145 060

Bestimmt nicht zufallig hat die Einwohnerzahl Osterreichs dieselbe GréBenordnung.

Exkurs

Nur 1 dieser Mdglichkeiten ist der ersehnte Sechser. Die Wahrscheinlichkeit, bei 6 aus 45 die sechs
richtigen Zahlen zu tippen, betragt daher 1 /8 145 060 = 0,000 000 1.

Lotto ist auBerdem - mathematisch gesehen - ein unfaires Spiel, d.h. der mdgliche Gewinn entspricht
bei weitem nicht dem ,Risiko”; weniger als 50% der Einnahmen werden als Gewinne wieder
ausbezahlt - nur Staat und Lotto-Gesellschaft verdienen auf jeden Fall.

(21.06.2007)

Bildquelle: http://www.lottery.co.at/download/

CS Lotto Kugeln.j

Gibt es mathematische Lotto-Tipps? Nun ja ...
> Nicht spielen, die Chancen stehen schlecht und das Spiel ist unfair.

» Falls man doch spielen méchte, kann man zwar auf keinen Fall seine Chancen erhdhen,
man kann aber versuchen, Tipps zu vermeiden, die hdufig abgegeben werden - vielleicht kann
man im ohnehin unwahrscheinlichen Gewinnfall sein Geld fir sich behalten. Dazu muss man
Uber das Tippverhalten von Lotto-Spieler/innen Bescheid wissen. Die haufigsten Tipps - die es
zu vermeiden gilt - sind

- 1,2,3,4,5,6

- geometrische Muster (z.B. Zahlen in einer Zeile, Spalte oder Diagonalen)

- Zahlen ausschlieBlich unter 32 (viele tippen Geburtstage, die nur bis 31 méglich sind)

- Zahlen ausschlieBlich tber 31 (die Tipps jener, die der Geburtstags-Falle entgehen wollen)
- genau die Zahlen, die bei einer der letzten Lotto-Ziehungen gefallen sind

In der Praxis gibt es weniger Gewinne, als man aufgrund der Wahrscheinlichkeit erwarten kénnte -
wirden alle Lotto-Spieler/innen Zufallszahlen tippen, gabe es in Summe mehr Gewinne.
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45
Die Anzahl der mdglichen Lotto-Flnfer ist Gbrigens nicht ( 5 j (dies ist die Anzahl der Mdglichkeiten,

5 Zahlen aus 45 auszuwéhlen). 5 richtige bedeutet aber, 5 der getippten Zahlen sind unter den ersten
6) (39
6 gezogenen und die 6. nicht, also gibt es nach der Produktregel (SJEﬁ ; ] =689 =234

Méglichkeiten. Fir die einzelnen Gewinnrange gilt:

Gewinnrang Anzahl der Méglichkeiten gi";'sqrgghr:f:ghl?é:gc;' 5k|fei;
3 richtige @ E€339j =182 780 % = 0,02 2441

4 richtige @ [@9) =11115 % ~ 0,001 365

5 richtige @ EEC:QJ =234 % ~ 0,000 029

6 richtige @ EE309J =1 m = 0,000 000 1

Far den Finfer mit Zusatzzahl gilt eine eigene Spielregel: es wird noch eine 7. Zahl aus den restlichen
39 Zahlen gezogen, in 1/39 der Falle wird sie die richtige sein. Die Wahrscheinlichkeit flir einen Flinfer
mit Zusatzzahl betragt daher
234 1 _ 6
8145060 B9 _ 8145060

= 0,000 007 .

Aufgabe 22: n-Ecke

In einem regelmaBigen Sechseck (n-Eck) sind alle Diagonalen, d.h. alle Verbindungsstrecken
nicht benachbarter Eckpunkte eingezeichnet.
a) Wie viele Diagonalen gibt es?

b) Wie viele Schnittpunkte haben diese im Inneren des Sechsecks (n-Ecks) héchstens?

Lésung

a) Da jede Diagonale 2 Punkte verbindet, ist die Anzahl aller Diagonalen gleich der Anzahl
der Méglichkeiten, 2 von 6 Punkten auszuwéhlen - abzlglich der 6 Seiten des Sechsecks.

6
Ein reguléres Sechseck besitzt daher (2] —6=8D_g=g Diagonalen, ein reguléares n-Eck

2
besitzt n -n= ntn-1) -n= nin-h-2n _ntin-1-2) _ntn=-3) Diagonalen.
2 2 2 2
Treffpunkt Mathematik | Juni 2007 | PI Klagenfurt p
Kurs: Die Kunst des Zahlens o o
Kursleiter: Mag. Gerhard Hainscho RO . 3




b) Jeder Diagonalenschnittpunkt entspricht der Wahl zweier Diagonalen und damit der Wahl von
4 Punkten des Sechsecks.

6 6
Es kann daher héchstens (4) = (2) = % =15 Schnittpunkte geben - falls keine 3 Diagonalen

einander in einem Punkt schneiten. Genau das passiert allerdings im regulédren Sechseck,

der Mittelpunkt ist ein ,dreifach-Punkt”, weswegen sich die tatsachliche Anzahl der Schnittpunkte
um 2 vermindert.

n
In einem n-Eck gibt es héchstens [4) Diagonalenschnittpunkte.

Aufgabe 23: Kreise

Bei 6 gegebenen Kreisen werden alle auftretenden Schnittpunkte blau gefarbt.
Wie viele blaue Punkte kann man auf diese Art héchstens erhalten?

Quelle: Kdnguru der Mathematik 2002 Osterreich, Junior, 10.

Lésung
Es gibt (2) Méglichkeiten, 2 Kreise aus 6 Kreisen auszuwahlen. Dabei ergeben sich jeweils

2 Schnittpunkte. Insgesamt ist die maximale Anzahl der Schnittpunkte daher 2 E@) =30.
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Aufgabe 24: Volleyball

Zehn Burschen méchten bei einem Sommerlager Volleyball spielen. Auf wie viele Arten
kénnen sie sich in zwei Finfermannschaften aufteilen, wenn Matthias unbedingt mit Carlos
spielen mdchte, aber Viktor keinesfalls mit Andreas?

Quelle: Kdnguru der Mathematik 2000 Osterreich, Student, 24.

Lésung

In der ersten Mannschaft werden zwei Platze fix an Matthias und Carlos vergeben. Ein weiterer Platz
wird entweder an Viktor oder Andreas vergeben, er kann also auf 2 Arten besetzt werden.

Fir die 2 restlichen Platze stehen jeweils noch 6 Burschen zur Auswabhl;

2 Personen kdnnen aus 6 Personen auf (g) Arten gewahlt werden.

Hat man die erste Mannschaft gebildet, ist die zweite eindeutig festgelegt.

Insgesamt gibt es daher 2 [@) O = 30 mdogliche Aufteilungen.

Aufgabe 25: Party

Auf einer Party stéBt jeder mit jedem einmal an, 136 mal klingen die Glaser.
Wie viele Menschen sind auf der Party?

Lésung

Sei n die Anzahl der Menschen auf der Party. 136 ist gleich der Anzahl der Mdglichkeiten, 2 von n
Personen auszuwahlen, daher ist

M =nHnD 56 0ce

2 2

nn-1) =272
n2 -n-272=0

:l+ l l = l 1088 = —1089 :ﬁ
Nio 51 4+272 D\/4+272 \/4+ 4 4 5
: . Rt : _1,83_34_

Negative Lé6sungen kommen nicht in Frage, daher ist n = 5 +? =5 = 17
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Stichproben mit Zurucklegen

Geordnete Stichproben einer Multimenge

Eine Multimenge enthéalt Elemente und ihre Wiederholungszahlen. Z.B. bilden die Buchstaben des
Wortes KANGAROO die Multimenge {2[A, 1[G, 1K, 1M, 2@, 1MR}. Sie enthalt n =8 Elemente,
darunter r =6 verschiedene; fir das Wort KANGAROO wurden alle k =8 Elemente ausgewahilt.
Hat man einen unbeschrdnkten Vorrat an Elementen, kénnen Wiederholungszahlen auch unendlich
sein, z.B. sind Worte eine Auswahl von Elementen des jeweiligen Alphabets, etwa {«[A, (B, »[C, ...}.

Multimenge sowie Stichproben mit Zuriicklegen beschreiben beide dieselbe Situation, in der Elemente
mehrfach vorkommen.

Beispiel: Sei S = {2, 1B, 1(d}.

» {aa, ab, ac, ba, bc, ca, cb}
sind alle 2-Permutaionen der Multimenge S, ihre Anzahl ist 7.

» {aabc, aacb, abac, abca, acab, acba, baac, baca, bcaa, caab, caba, cbaa}
sind alle 4-Permutaionen der Multimenge S, ihre Anzahl ist 12.

Wir bezeichnen mit ny, ny, ..., n, die Wiederholungszahlen der r verschiedenen Elemente, wobei k
von n geordnet ausgewahlt werden. Fir diesen allgemeinen Fall ist keine wirklich brauchbare Formel
bekannt, wohl aber fir den Sonderfall k =n, in dem alle Elemente ausgewahlt bzw. angeordnet
werden und auBerdem alle Wiederholungszahlen endlich sind (ny + nz + ... + n,=n).

n verschiedene Elemente lassen sich auf n! Arten anordnen. Fir je n; gleiche sind je n;! dieser
Anordnungen nicht unterscheidbar, die Anzahl der unterscheidbaren Anordnungen reduziert sich auf

n!
ny! Chy! 0. [h,!

Beispiel: Sei S = {»(@, «[B, c[d}.

» {aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc}
sind alle 2-Permutaionen der Multimenge S, ihre Anzahl ist 9.

Auch fir den Sonderfall, dass alle Wiederholungszahlen unendlich sind (oder zumindest = k),
lasst sich mit Hilfe der Produktregel eine Formel Uberlegen.

Das erste Element kann auf r Arten gewahlt werden, das zweite Element kann auf r Arten gewahlt
werden usw. bis zum k-ten Element. Die Anzahl aller geordneten Stichproben von k Elementen
betragt daher

I~

Treffpunkt Mathematik | Juni 2007 | PI Klagenfurt
Kurs: Die Kunst des Zahlens o

Kursleiter: Mag. Gerhard Hainscho MATHEMAT K®

Seite 24



Aufgabe 26: Worte

Wie viele Wérter - sinnvolle und sinnlose - kann man aus den Buchstaben von
a) KANGAROO
b) MISSISSIPPI

bilden, wenn man dabei stets alle Buchstaben benutzt?

Lésung
a) Die Buchstaben des Wortes KANGAROO bilden die Multimenge {2[A, 1[G, 1K, 1IN, 2[0, 1R}.
Daraus lasen sich 2'8[!2| =10 080 Worter der Lange 8 bilden.
b) Die Buchstaben des Wortes MISSISSIPPI bilden die Multimenge {40 1M, 2P, 43}
; 11 _ - . .
Daraus lasen sich A 34 650 Worter der Lange 11 bilden.
Exkurs

Quellen
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http://www.n-tv.de/719901.html (23.06.2007)

(23.06.2007)

Einer Legende zufolge beruht der Name Kénguru auf einem
Missverstéandnis: Als die ersten Europder nach Australien kamen - 1770
landete James Cook als Kommandant der Endeavour in der Botany Bay
an der australischen Ostkiiste - antworteten Aborigines auf die Frage
~Was ist das fir ein Tier?“ mit ,Kangaroo“: Ich verstehe nicht.

history/explorers/jamescook/2005-12-30.9370100123/image (23.07.2007)

Allerdings gibt es in einer der Aborigine-Sprachen tatséchlich die
Bezeichnung gang-oo-roo fir ein graues oder schwarzes Riesenkanguru.

Mississippi stammt vermutlich aus der Sprache der Algonkin-Indianer und
setzt sich zusammen aus den Woértern messe fir gro3 und sepe fur Wasser.
.vater der Gewasser" ist eine eher poetische Ubersetzung.

http://storesense04.dynamic.net/stores/tjapukai/catalog/ART%20CALENDAR%202007%20COVER.jpg (23.06.2007)

http://www.oceansatlas.org/unatlas/about/research/background/i049-1.gif (23.07.2007)

http://imagecache?2.allposters.com/images/pic/LPIPOD01/BN1135 11~Juvenile-Western-Grey-Kangaroo-Macropus-
http://www.70south.com/resources/antarctic-

Fuliginosis-Flinders-Chase-NP-Kangaroo-Island-Australia-Posters.j

http://www.korntravel.de/Schild Kaenguru g.JPG (23.06.2007)

http://de.wikipedia.org/wiki/K%C3%A4ngurus (23.06.2007)
http://de.wikipedia.org/wiki/Mississippi River (23.06.2007)

Bildquellen
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Aufgabe 27: Mega Mause

Willy Windows \ Bobby Broker
www.megamaeuse.de m :)}\

uns gibt es nur bei

L)
Kinder G ©

Alex hatte gerne alle 10 Mega Mause von Kinder Uberraschung. Er hat schon 4 Harry
Highscores, 3 Sascha Surfer und je zweimal Charlotte Chat, Emma Email und Alex Absturz.
Auch die tbrigen Figuren sind bereits in der Sammlung, nur Willy Windows fehlt.

Auf wie viele Arten kann Alex seine Mause im Regal anordnen?

Lésung

17!

~ 11
AB e 308 756 448 000 = 3,100

Aufgabe 28: Mastermind

Bei Mastermind geht es darum, eine Reihe aus 4 farbigen Code-Steckern zu erraten (Farbe und
Position), die aus 8 Farben gewahlt werden kénnen (weil3, gelb, orange, rot, lila, violett, blau und
grun). Wie viele Vierer-Reihen gibt es, wenn man vereinbart, dass jede Farbe

a) nur einmal vorkommen darf?

b) auch mehrfach vorkommen kann?

Lésung

a) P(8,4)= % = 8[MBB = 1680

b) 8'=4096
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Aufgabe 29: Hunderttausend Milliarden Gedichte

Der Marmorbrocken macht der Séule Appetit

dann kénnte man die zwei als Zwillinge entdecken
der Tiirke dieser Zeit in seiner Krise briet

er findet plétzlich nichts als einen Sack voll Flecken

Wenn man vom Schiefen Turm sich um ein Foto muiht
der Pébel hat den Tick Gedichte zu bezwecken
erfroren sind wir fast und nackt im Eisgebiet

wofir sich Eltern selbst ihr reines Bett beflecken

Der Held mag sieghaft schrein ach Himmel Arsch und Schand
Touristen in Florenz sind widerlicher Tand
die Leichentrédger gehen sich ihrem Job zu weihn

Bedenkst du Leser das dann wirst du leichenfahl
du lberrascht mich mehr als Blittenkarneval
der Schild mit Feh und Gold vergeht wie Augenschein

Dieses Sonett stammt von Raymond Queneau [1903 - 1976] (in der Ubertragung von Ludwig
Harig) - und dennoch ist es wahrscheinlich noch nie gedruckt oder gelesen worden.
Queneau schrieb 10 Sonette, deren erste Zeilen alle denselben Endreim haben, ebenso alle
zweiten Zeilen usw. Damit kann jede erste Zeile mit jeder zweiten usw. kombiniert werden.
Obiges Beispiel besteht aus den Zeilen der Gedichte 9, 7, 2, 6; 5, 8,1, 7; 10, 5, 10; 10, 8, 4.

Queneaus Buch erschien erstmals 1961 in Paris unter dem Titel Cent Mille Milliards de Poémes,
also Hunderttausend Milliarden Gedichte. Ist dieser Titel eine Ubertreibung?

Quelle: Raymond Queneau: Hunderttausend Milliarden Gedichte. Frankfurt am Main 1994 (4. Aufl.) <Zweitausendeins>.

Lésung

Jede der 14 Zeilen kann auf 10 Arten gewahlt werden, daher gibt es 10'* Moglichkeiten - das sind
tats&chlich 100 000 Milliarden Gedichte, wie im Titel versprochen. Und da niemand 100 000 Milliarden
Gedichte lesen kann, ist die Wahrscheinlichkeit groB3, dass ein beliebiges Zufalls-Sonett noch nie
zuvor gelesen wurde.

Aufgabe 30: Teilmengen

Wie viele Teilmengen enthalt eine Menge mit n Elementen?

Lésung

Sei A = {a;, ay, ..., a,}. Wir ordnen die Elemente von A zu (a4, a,, ..., a,) und betrachten eine beliebige
Teilmenge B O A. Ordnet man jedem Element aus A eine 1 zu, wenn es in B enthalten ist, und eine 0,
wenn es nicht in B enthalten ist, dann entspricht jeder Teilmenge B [0 A genau eine n-Permutation der
Multimenge {«[0, [} und umgekehrt. Insbesondere entspricht A - (1,1, ..., 1)und 0 -~ (0,0, ..., 0).

Die Anzahl der n-Permutationen von ioo[(), o[} und damit die Anzahl der Teilmengen von A betragt 2"
bzw. anders geschrieben: | P(A) 1 =2'A".

Aus dieser Tatsache leitet sich die Bezeichnung Potenzmenge fir die Menge aller Teilmengen einer

Menge ab. Ubrigens: die leere Menge O ist Teilmenge jeder Menge, aber nicht unbedingt Element
einer Menge.
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Ungeordnete Stichproben einer Multimenge

Beispiel: Sei S = {2(a, 10, 3(d}.

> {2@}, {1@3, 11}, {1@, 1@}, {1b, 18}, {2(a}
sind alle 2-Kombinationen der Multimenge S, ihre Anzahl ist 5.

Beispiel: Sei S = {»(@, «[B, c[d}.

> {2@}, {10, 1M}, {1, 1(c}, {2}, {1, 1(8}, {2(c}
sind alle 2-Kombinationen der Multimenge S, ihre Anzahl ist 6.

Wir bezeichnen mit ny, ny, ..., n, die Wiederholungszahlen der r verschiedenen Elemente, wobei k
von n ungeordnet ausgewahlt werden. Fir diesen allgemeinen Fall ist keine wirklich brauchbare
Formel bekannt, wohl aber fir den Sonderfall, dass alle Wiederholungszahlen unendlich sind
(oder zumindest = k).

Sei S = {00|31, oolay, ..., m@r}.
Jede Auswahl von k Elementen von S ist von der Form {x;[@;, x2[@,, ..., X/[&,}, ihr entspricht ein r-Tupel
(X1, X2, «.ey Xp) Mit x; 0N und X4 + X2 + ... + X, = kK. Umgekehrt entspricht jedem r-Tupel dieser Art eine
k-elementige Auswahl von S.

Jedem dieser r-Tupel entspricht aber auch umkehrbar eindeutig eine Folge von Nullen und Einsen:
(X1, X2y s Xp) & (11,10 1110 ... 0 11...1)
—

— —
X4 Xp X

Genauer: jedem r-Tupel entspricht eine geordnete Folge von k Einsen in r Blécken mit r - 1 Nullen als
Trennzeichen. Die Anzahl aller r-Tupel und damit die Anzahl aller k-Kombinationen der Multimenge S
ist gleich der Anzahl der Permutationen der Multimenge {k[, (r - 1)0}, also

(k+r-1)! _ (k+r-1
Kicr-1)! |k

Aufgabe 31: Geschenkskorb

Ein Geschenkskorb soll mit 10 Friichten geflllt werden. Zur Auswahl stehen Apfel, Birnen,
Bananen, Kiwis, Pfirsiche und Nektarinen. Man kann sich auf eine Frucht beschradnken oder
die angebotenen Obstsorten beliebig kombinieren. Wie viele verschiedene Geschenkskdrbe
sind mdglich?

Lésung

Gesucht ist die Anzahl der 10-Kombinationen der Multimenge {«[Apfel, oBirne, oBanane, c«Kiwi,
oo[Pfirsich, oo[Mektarine}. Natlrlich stehen nicht « viele Friichte zur Verfligung, aber doch ein
ausreichend groBer Vorrat.

10+6 -1 15 15
Es sind ( 10 J = (1 O] = ( 5 J =15 SEIS4E[I:E\?|§212EIEI1 =3 003 verschiedene Obstkérbe mdglich.
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Aufgabe 32: Wiirfel

Drei Wiirfel werden geworfen. Wie viele Ausfalle gibt es, wenn die Wirfel
a) ununterscheidbar sind?

b) durch ihre Farbe (rot, griin, blau) unterscheidbar sind?

Lésung
3+6-1 8) 87m®
= = =56
9 ( 3 ] (3) 320
b) 6°=216
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Link-Tipps

wikipedia: Kombinatorik

url: http://de.wikipedia.org/wiki/Kombinatorik

MathePrisma der Uni Wuppertal: Die Kunst (richtig) zu z&hlen
url: http://www.matheprisma.uni-wuppertal.de/Module/Kombin/

Arndt Briinners Mathematik-Seiten: Binomialkoeffizienten

url: http://www.arndt-bruenner.de/mathe/scripts/binkoeff1.htm

Arndt Brinners Mathematik-Seiten: Pascalsches Dreieck

url: http://www.arndt-bruenner.de/mathe/scripts/pascalmod.htm

Kombinatorische Kunst: Peter Kenter

url: http://www.peterkenter.de/bilder.htm

Kombinatorische Literatur: Denkzettel Nr. 8, 30, 57, 84 und 104 von Alfred Schreiber
url: http://www.gefilde.de/ashome/denkzettel/demkzettel.html

BG/BRG Ried im Innkreis: Kombinatorik

url: http://schulen.eduhi.at/riedgym/mathematik/klasse7/kombinstart.htm
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Formelsammiung Kombinatorik

Hainscho 2007

Auswahl von k von n Elementen

(davon r verschiedene) geordnete Stichprobe

ungeordnete Stichprobe

k=n, r=n
P(n,n)=nl=nOn-1)0..B20

n!
ohne Zuriicklegen & =FAKULTAT(n)
(ohne Wiederholung)
k<n, r=n
n! n
= = - -k +1) =k!
P(n,k) =Kl nfn-1)0..0n-k +1) kEEkj

nPr(n,k)

Ig =VARIATIONEN(n:k)

k<n, r=n
_(n) _ ! _nn-NH0..On-k+1)
C(”’k)"(kj’k! Eq:—k)!_ K

nCr(n,k)

g ~KOMBINATIONEN(n:k)

Wiederholungszahlen ny, ny, ..., n, k=n=2n;

n!
. . ny! hy! .. Oh,!
mit Zuriicklegen

(mit Wiederholung)
alle Wiederholungszahlen = k

rk

alle Wiederholungszahlen = k

e
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